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Le soin et la rédaction seront pris en compte dans la notation. Faites des phrases claires et précises.
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..
ABCD est un carré de coté 1. E est un point de [CD] KKK ....’::::
et F est un point de [BC]. Les cercles C et C’ de centres ,0,0,0,0,0,0,0,0,0;04,’{\,0’0,0.0’0’0
respectifs E et F i les points D R R IRILRRRRK
pectifs E et F passent respectivement par les points R R BRI
et B. Ces deux cercles sont tangents entre eux au point G. 0:0.0:0:0:0:0:0:0:—,0:0:0:0:0:0.\30:0:
X P g GRHXRRHKX K ERHIAHHIIEK
Le but de ce probléeme est de déterminer la position du SRRRKIERR K IR KK KKK
point G pour laquelle la distance EF est minimale.
On pose DE=xet BF =y
A

1-
Démontrer que y = ﬁ . En déduire l'expression de EF en fonction de x.
On a clairement: EF=x+y, EC=1-xet CF=1-y.
On applique le théoreme de Pythagore dans le triangle EFC rectangle en C.

EC?+CF? =EF?
(1-x)2+(1-9)? =(x+y)°
1-2x+x2+1-2p+y? =x>+2xp+y°?

2-2x =2xy+2y

2(1-x) =2y(x+1)
_1-x
Y Titx

[On a donc bien y = 1 ;i]

Par ailleurs

EF =x+y

Cx(T+x) 1-x

1+x 1+x
X+xi+1-x

1+x
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[AmﬁEF:1+x]
1+x
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On note d la fonction définie par d(x) = Ty W I'intervalle [0; 1].
Etudier les variations de d puis en déduire la position du point G pour que la distance EF soit minimale. Préciser
cette distance minimale.
= Dérivée :
d est dérivable comme quotient de deux fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas.

d= % dond =17 —21/ ! avec pour tout réel x, dans [0;1] :
v
u(x) =1+x2 u'(x) =2x
ainsi :
v(x) =1+x v(x) =1
dx) = 2x(1+x) - 1 x (+x?)
(1+x)2
C2x+2xr-1-x2
B (1+x)2
_x?+2x-1
(1+x)?
2
2x—1
Pour tout x de [0;1]; on a d’(x) = rrex-2
(1+x)2

= Signe de la dérivée :
Le dénominateur de la dérivée est le carré d’un réel non nul; il est donc strictement positif.
Etudions le signe du trindme x2 + 2x — 1
A=b*>—4dac=4-4x1x(-1)=8

—b+\/K —b+\/Z
= — x2 e —
2a 2a
_-2+2V2 _-2-2v2
h 2 a 2
=-1+V2 =-1-v2

x? +2x — 1 est un trindme du second degré qui a pour racines —1 + V2 et =1 —V2; il a donc le signe de a = 1
a 'extérieur des racines et celui de —a a I'intérieur.

X —00 “1-42 “1+42 +00

X1

signe de
x?+2x -1

%= Tableau de variation :

d'(x) - 0 .

Variations de \ /
f




_1)2 _ _
d(ﬁ_l):(\/i\/%) +1_2 2«/3;1“:4\/25\/5:2(\5_1)

D’apres cette étude, d présente un minimum en x = V2 -1 qui vaut d(\/f— 1) = 2(\/5— 1).La distance
. 1-x 1-V2+1 2-2
EF = d(x) est donc minimale lorsque x = V2—1, on a alors y = = = =V2-1=x.
l+x 14+2-1 2

Cette distance minimale vaut EF = x+p = 2x = 2(V2 - 1)
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Etudier la convexité de la fonction d.

2 —
% Calcul de la dérivée seconde : d’(x) = %
x

d’ est dérivable comme quotient de deux fonctions dérivables dont le dénominateur ne s’annule pas. d’ = —
v

u(x) =x>+2x-1 u'(x) =2x+2
ainsi :
v(x) = (1+x)? v(x) =2(1+x)x1

7 7
< ., wv=7u )
doud” = ——— avec pour tout réel x, dans [0;1] :

. C(2x+2)(1+x)2=2(1+x)(x*+2x—1)
4"(x) = (1+x)
(1+x)[(2x+2)(1 +x) = 2(x2 + 2x = 1)

(1+x)*
27+ 4x+2-2x% —4x+2
(1+x)3
4
T (1+x)3
Remarque : on peut simplifier ce calcul!
1- -1-x+2 2
o dx)=x+ Xkt X =x—1+——=x-1+2(1+x)"!
1+x 1+x 1+x
o d'(x)=1+2x(1+x)2x1=1+2x(1+x)7?
2
e d’(x)=2x(1+x)3xl=—"—
() =2 (12 x1 = s



% Signe de la dérivée seconde :
Pour tout x de [0;1]; on a (1 +x) >0 donc (1 +x)> >0 et donc d”(x) >0

x Conclusion :

[Comme d”(x) > 0 sur [0;1]; on déduit que d est convexe sur [0;1].}

fgmao’ae e

Soit C, la courbe représentative dans un repere de la fonction g définie sur | - co;4] par :
g(x) = —x>+3x* -1

Etudier les variations de la fonction g sur | — co; 4] et dresser le tableau de variations.

+ Dérivée : g’(x) = —3x% + 6x = —3x(x - 2)

-+ Signe de la dérivée: g'(x) =0 & x=0oux=2
¢’(x) est un trindme du second degré qui a pour racines 0 et 2; il a donc le signe de a = -3 a l'extérieur des
racines et celui de —a a l'intérieur.

<+ Tableau de variation de g

X —00 0 2 4
(%) - 0 + 0 -
+00 3

Variations de
f
1

Déterminer I’équation de la tangente a la courbe C, au point d’abscisse 1.
T a pour équation y = g’(1)(x— 1)+ g(1)
= ¢'(1)=3
= gl)=1

[T a pour équation y = 3(x—1)+1, soit y = 3x—2}

Btudier la convexité de g et montrer que la courbe C, présente un point d’inflexion.

# Dérivée seconde : g”(x) = —-6x+6

# Signe de ladérivée seconde: g”(x) =0 = x=1
(x)>0 &= -6x+6>0 & —-6x>-6 — x<1

#» Conclusion :

signe de g”(x) + 0 -

e Sur |—oo;1[ on a g”(x) > 0, ainsi g est convexe sur | —oo;1].
e Sur ]1;4] on a g”(x) <0, ainsi g est concave sur ]1;4].

¢ La dérivée seconde de g s"annule en changeant de signe en 1; donc le point de C, d’abscisse 1 est un
point d’inflexion.




Déduire des questions précédentes le signe de h définie sur | — oo0;4] par : h(x) = g(x) — (3x—2)

On remarque que h(x) = g(x) - (3x-2) = Ye, ~Y1-

Ainsi le signe de h donne la position relative de Cq et T.

Comme le point de C, d’abscisse 1 est un point d’inflexion, la tangente T traverse la courbeC,.

Plus précisément, comme g est convexe sur | —oo;1]; T est en dessous de Cg sur | —oo;1]; T, par ailleurs g est concave
sur [1;4]; T est au dessus de Cg sur [1;4].

B +322+1
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Tiy=3r—-2




